2005年全国硕士研究生入学考试数学四真题解析

一、填空题（本题共6小题，每小题4分，满分24分. 把答案填在题中横线上）

（1）极限
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【分析】  本题属基本题型，直接用无穷小量的等价代换进行计算即可.

【详解】  
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（2）  微分方程
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【分析】 直接积分即可.

【详解】 原方程可化为   
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代入初始条件得C=2，故所求特解为 xy=2.

（3）设二元函数
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【分析】 基本题型，直接套用相应的公式即可.

【详解】  
[image: image12.wmf])

1

ln(

y

xe

e

x

z

y

x

y

x

+

+

+

=

¶

¶

+

+

,

          
[image: image13.wmf]y

x

xe

y

z

y

x

+

+

+

=

¶

¶

+

1

1

,
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（4）设行向量组
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线性相关，且
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【分析】 四个4维向量线性相关，必有其对应行列式为零，由此即可确定a.

【详解】  由题设，有
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（5）设
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【分析】 将B写成用A右乘另一矩阵的形式，再用方阵相乘的行列式性质进行计算即可.

【详解】  由题设，有
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于是有    
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（6）从数1,2,3,4中任取一个数，记为X, 再从
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【分析】 本题涉及到两次随机试验，想到用全概率公式, 且第一次试验的各种两两互不相容的结果即为完备事件组或样本空间的划分.

【详解】  
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二、选择题（本题共8小题，每小题4分，满分32分. 每小题给出的四个选项中，只有一项符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内）

（7）当a取下列哪个值时，函数
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【分析】 先求出可能极值点，再利用单调性与极值画出函数对应简单图形进行分析，当恰好有一个极值为零时，函数f(x)恰好有两个不同的零点.

【详解】  
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，可见当a=4时，函数f(x) 恰好有两个零点，故应选(B).

（8）设
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【分析】 关键在于比较
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【详解】  在区域
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由于cosx在
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 EMBED Equation.3  [image: image74.wmf]s

d

y

x

D

òò

+

2

2

2

)

cos(

，故应选(A).

（9）下列结论中正确的是
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【分析】  直接计算相应积分，判定其敛散性即可.

【详解】  
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故应选(D).
（10）设
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[image: image90.wmf])

2

(

p

f

也是极大值.   (D)   f(0)是极小值，
[image: image91.wmf])

2

(

p

f

也是极小值.

[  B  ]

【分析】 先求出
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【详解】 
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（11）以下四个命题中，正确的是
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【分析】 通过反例用排除法找到正确答案即可.

【详解】 设f(x)=
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（12）设A,B,C均为n阶矩阵，E为n阶单位矩阵，若B=E+AB,C=A+CA，则B-C为

(A)  E.   （B）-E.   （C）A.    (D)  -A                       [  A  ]

【分析】 利用矩阵运算进行分析即可.

【详解】 由B=E+AB,C=A+CA，知

         (E-A)B=E,  C(E-A)=A,

可见，E-A与B 互为逆矩阵，于是有  B(E-A)=E.

从而有     (B-C)(E-A)=E-A, 而E-A可逆，故 B-C=E.   应选(A).
（13）设二维随机变量(X,Y) 的概率分布为
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已知随机事件
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(A)   a=0.2, b=0.3      (B)   a=0.4, b=0.1

(C)  a=0.3, b=0.2       (D)   a=0.1, b=0.4                        [   B   ]

【分析】 首先所有概率求和为1，可得a+b=0.5, 其次，利用事件的独立性又可得一等式，由此可确定a,b的取值.

【详解】 由题设，知    a+b=0.5

又事件
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（14） 设
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【分析】  只需求出
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【详解】 由题设，
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其极限分布服从标准正态分布，故应选(C).

三 、解答题（本题共9小题，满分94分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.）

（15）（本题满分8分）
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    【分析】 
[image: image127.wmf]"

"

¥

-

¥

型未定式，一般先通分，再用罗必塔法则.

【详解】  
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（16）（本题满分8分）

设f(u)具有二阶连续导数，且
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    【分析】 先求出二阶偏导数，再代入相应表达式即可.

【详解】  由已知条件可得
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（17）（本题满分9分）

    计算二重积分
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【分析】 被积函数含有绝对值，应当作分区域函数看待，利用积分的可加性分区域积分即可.

【详解】  记
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（18）（本题满分9分）

求f(x,y)=
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【分析】 根据全微分和初始条件可先确定f(x,y)的表达式. 而f(x,y)在椭圆域上的最大值和最小值, 可能在区域的内部达到，也可能在区域的边界上达到，且在边界上的最值又转化为求条件极值.
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得可能极值点
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（19）（本题满分8分）
设f(x),g(x)在[0，1]上的导数连续，且f(0)=0,
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【分析】  可用参数变易法转化为函数不等式证明，或根据被积函数的形式，通过分部积分讨论.                             

【详解】 方法一：设
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则F(x)在[0，1]上的导数连续，并且
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故F(1)=0.

因此
[image: image187.wmf]]

1

,

0

[

Î

x

时，
[image: image188.wmf]0

)

(

³

x

F

，由此可得对任何
[image: image189.wmf]]

1

,

0

[

Î

a

，有

     
[image: image190.wmf]ò

ò

³

¢

+

¢

a

g

a

f

dx

x

g

x

f

dx

x

f

x

g

0

1

0

).

1

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(


 方法二：
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（20）（本题满分13分）
已知齐次线性方程组
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和

（ii） 
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同解，求a,b, c的值.

【分析】 方程组（ii）显然有无穷多解，于是方程组（i）也有无穷多解，从而可确定a，这样先求出（i）的通解，再代入方程组（ii）确定b,c即可.

【详解】 方程组（ii）的未知量个数大于方程个数，故方程组方程组（ii）有无穷多解.因为方程组（i）与（ii）同解，所以方程组（i）的系数矩阵的秩小于3.

对方程组（i）的系数矩阵施以初等行变换
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从而a=2.  此时，方程组（i）的系数矩阵可化为
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故
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显然此时方程组（i）与（ii）同解.

当
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显然此时方程组（i）与（ii）的解不相同.

   综上所述，当a=2,b=1,c=2时，方程组（i）与（ii）同解.

（21）（本题满分13分）
设A为三阶矩阵，
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(I) 求矩阵B, 使得
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（II）求矩阵A的特征值；

（III）求可逆矩阵P, 使得
[image: image221.wmf]AP

P

1

-

为对角矩阵.

【分析】 利用(I)的结果相当于确定了A的相似矩阵，求矩阵A的特征值转化为求A的相似矩阵的特征值.

【详解】 (I)  
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可知    
[image: image223.wmf].

3

1

1

2

2

1

0

0

1

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

B


（II）因为
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得矩阵B的特征值，也即矩阵A的特征值

         
[image: image228.wmf].

4

,

1

3

2

1

=

=

=

l

l

l


（III） 对应于
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令矩阵
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故P即为所求的可逆矩阵.

（22）（本题满分13分）
设二维随机变量(X,Y)的概率密度为
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求：（I） (X,Y)的边缘概率密度
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【分析】 求边缘概率密度直接用公式即可；而求二维随机变量函数的概率密度，一般用分布函数法，即先用定义求出分布函数，再求导得到相应的概率密度; 直接用条件概率公式计算即可.

【详解】 （I） 关于X的边缘概率密度
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关于Y的边缘概率密度
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（II） 令
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即分布函数为：  
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故所求的概率密度为：
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（III） 
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（23）（本题满分13分）
设
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求：（I） 
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【分析】 先将
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表示为相互独立的随机变量求和，再用方差的性质进行计算即可；求
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的关键是先确定其分布.

【详解】 由题设，知
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上式是相互独立的正态随机变量的线性组合，所以
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